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摘要: 洛必达法则是求未定式极限的重要方法． 阐释洛必达法则的内容及证明、法则的推广、法则应用注意事项及其

它未定式类型转换成基本未定式类型的方法． 应用实际案例分析洛必达法则在解题中产生错误原因，分析洛必达法则在

求数列极限、各类未定式极限和函数某点连续条件下极限的问题． 应用洛必达法则证明多个命题，这些命题能够解决一

些问题，为洛必达法则的教学、学习及应用提供参考．
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洛必达法则是一种求未定式极限方便且有效的

方法． 未定式极限是指两个无穷小量之比或两个无

穷大量之比的极限，记为
0
0 型或∞

∞ 型，此是两类基

本未定式． 未定式极限或存在或不存在，即使极限存

在也不能用“商的极限等于极限的商”的法则直接

进行求解，需要探讨一种有效的求解未定式极限方

法，此方法就是洛必达法则． 它不仅可以解决两类基

本未定式类型的极限问题，还可以解决 0·∞，∞ －
∞，1∞ ，00，∞ 0 未定式等类型的极限问题． 对于后面

的几类未定式的极限求解，要转化为基本未定式类

型，再应用洛必达法则求解［1］． 文章主要探讨洛必

达法则的证明、分析应用洛必达法则求极限出错原

因、同题中连续应用洛必达法则求极限问题、应用洛

必达法则求解数列极限问题、洛必达法则与其它方

法配合应用求极限问题及函数连续条件下应用洛必

达法则求极限问题．
1 洛必达法则内容、应用注意事项及其他类型未定

式的转换

1． 1 洛必达法则内容

定理 1 设lim
x→a

f( x) = lim
x→a

g( x) = 0，f( x) ，g( x)

在 U0 ( a) 内可导，且 g'( x) ≠ 0，若lim
x→a

f'( x)
g'( x)

= A( A

为有限数或无穷) ，则lim
x→a

f( x)
g( x)

= lim
x→a

f'( x)
g'( x)

= A． 其

中 x → a 改为 x → a + 0 或 x → a － 0 结论仍然

成立［2］．
证明: 如果 f( x) ，g( x) 在 x = a 处连续，显然有

f( a) = 0，g( a) = 0． 如果 x = a 是 f( x) ，g( x) 的不

连续点，因为极限存在，一定是可去间断点． 不妨设

f( a) = 0，g( a) = 0，则可以认为 f( x) 与 g( x) 在 x
= a 处连续． 设 x 为 a 的邻域内一点，那么，在以 x 及

a 为端点的区间上，柯西中值定理的条件均满足，因

此有

f( x)
g( x)

= f( x) － f( a)
g( x) － g( a)

= f'( ξ)
g'( ξ)

( ξ 在 x 与 a 之

间) ， ( 1)

故当 x→ a 时，ξ→ a，( 1) 式两端取极限得

lim
x→a

f( x)
g( x)

= lim
x→a

f'( ξ)
g'( ξ)

= lim
x→a

f'( x)
g'( x)

， ( 2)

即( 2) 式是定理 1 的结论，故定理 1 成立．
定理 2 设 lim

x→a
f( x) = lim

x→a
g( x) = ∞，f( x) ，

g( x) 在U0 ( a) 内可导，且 g'( x) ≠0． 若lim
x→a

f'( x)
g'( x)

=

A( A 为有限数或无穷) ，则lim
x→a

f( x)
g( x)

= lim
x→a

f'( x)
g'( x)

=

A． 其中 x→ a 改为 x→ a + 0 或 x→ a － 0 结论仍然

成立．

证明: ∵ lim
x→a

f'( x)
g'( x)

= A，∴ ∀ε ＞ 0，∃x1 ∈

U0 ( a) ，对于一切 x ∈ ( a，x1 ) ( 或 x ∈ ( x1，a) ) ，

都有

f'( x)
g'( x)

－ A ＜ ε
2 ， ( 3)

对 f( x) 与 g( x) 在［x，x1］上应用柯西中值定

理，则有
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f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

－ A = f'( x)
g'( x)

，ξ ∈ ( x，x1 ) ⊂

( a，x1 ) ， ( 4)

由( 3) ，( 4) 可得
f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

－ A ＜ ε
2 ， ( 5)

又因为，

f( x)
g( x)

－
f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

=

f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

· ［g( x1 ) － g( x) ·f( x) ］
［f( x1 ) － f( x) ］·g( x)

－ 1 =

f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

· g( x1 ) /g( x) － 1
f( x1 ) / f( x) － 1 － 1 ，

由( 5) 式可知，当 x→ a 时， f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

是

有界量，又由lim
x→a

f( x) = lim
x→a

g( x) = ∞，当 x→ a 时，

g( x1 ) /g( x) － 1
f( x1 ) / f( x) － 1 － 1 是无穷小量，进而有，当 x →

a 时， f( x)
g( x)

f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

也是无穷小量，即∃δ ＞

0，使得当 a ＜ x ＜ a + δ 时，则有

f( x)
g( x)

－
f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

＜ ε
2 ， ( 6)

进而对一切 a ＜ x ＜ a + δ，由( 5) ，( 6) 式可得
f( x)
g( x)

－ A =

f( x)
g( x)

－
f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

+
f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

－ A ≤

f( x)
g( x)

f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

+ f( x1 ) － f( x)
g( x1 ) － g( x)

－ A ＜ ε，

故有lim
x→a

f( x)
g( x)

= lim
x→a

f'( x)
g'( x)

= A．

定义1 设 lim
x→+∞

f( x) = lim
x→+∞

g( x) = 0，∃c ＞ 0，

x∈ ( c，+ ∞ ) 时，f( x) ，g( x) 可导，且 g'( x) ≠0． 若

lim
x→a

f'( x)
g'( x)

= A( A 为有限数或无穷) ，则 lim
x→+∞

f( x)
g( x)

=

lim
x→+∞

f'( x)
g'( x)

= A． 其中 x→+ ∞ 改为 x→－ ∞ 或 x→

∞ 结论仍然成立．
定义2 设lim

x→∞
f( x) = lim

x→∞
g( x) = ∞，当 | x | ＞

c 时，f( x) ，g( x) 可导，且 g'( x) ≠ 0． 若lim
x→∞

f'( x)
g'( x)

=

A( A 为有限数或无穷) ，则lim
x→∞

f( x)
g( x)

= lim
x→∞

f'( x)
g'( x)

=

A． 其中 x→∞ 改为 x→－ ∞ 或 x→+ ∞ 结论仍然成

立．

1． 2 广义洛必达法则

在定理 2 和定义 2 中，若对条件进行弱化，洛必

达法则仍然成立，即不必验证分子 f( x) 是否为无穷

大，也可利用洛必达法则求解极限，进而得到洛必达

法则的一般情形．
定理 3 设lim

x→a
g( x) = ∞，f( x) ，g( x) 在 U0 ( a)

内可导，且 g'( x) ≠ 0． 若lim
x→a

f'( x)
g'( x)

= A( A 为有限数

或无穷) ，则lim
x→a

f( x)
g( x)

= lim
x→a

f'( x)
g'( x)

= A． 其中 x→ a改

为 x→ a + 0 或 x→ a － 0 结论仍然成立．

证明: 此证明 A 是有限的情况，∵ lim
x→a

f'( x)
g'( x)

=

A，所以，对于∀ε ＞ 0，∃δ1 ＞ 0，使得当 x∈ U0 ( a，

δ1 ) 时，则有 f'( x)
g'( x)

－ A ＜ ε
2 ．

∴ g'( x) ≠ 0，由柯西中值定理可知，对 x1 ∈
U0 ( a，δ1 ) ，∃x ∈ ( x1，a) 或 ( a，x1 ) ， 使 得
f( x) － f( a)
g( x) － g( a)

= f'( ξ)
g'( ξ)

，因此 f( x) － f( a)
g( x) － g( a)

－ A =

f'( ξ)
g'( ξ)

－ A ＜ ε
2 ． 于是，当 x≠ a 时，进而有

f( x)
g( x)

= f( x) － f( a)
g( x)

+ f( a)
g( x)

=

g( x) － g( a)
g( x)

· f( x) － f( a)
g( x) － g( a)

+ f( a)
g( x)

=

1 － g( a)
g( x( ))

· f( x) － f( a)
g( x) － g( a)

+ f( a)
g( x)

， ( 7)

因此根据( 7) 式及基本不等式有
f( x)
g( x)

－ A =

1 － g( a)
g( x( ))

· f( x) － f( a)
g( x) － g( a)

+ f( a)
g( x)

－ A ≤

1 － g( a)
g( x)

· f( x) － f( a)
g( x) － g( a)

－ A +

f( a) － Ag( a)
g( x)

， ( 8)

又因为lim
x→a

g( x) = ∞，所以，∃δ ＞ 0，使得当 x

∈ U0 ( a，δ) 时，有

0 ＜ 1 － g( a)
g( x)

＜ 1， f( a) － Ag( a)
g( x)

＜ ε
2 ，( 9)

因此，根据( 8) ，( 9) 式，对于∀ε ＞ 0，∃δ ＞ 0，

当 x∈ U0 ( a，δ) 时，有

f( x)
g( x)

－ A ≤ ε
2 + ε

2 = ε， ( 10)

进而根据 ( 10) 式有 lim
x→a

f( x)
g( x)

= A，故定理 3
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成立．
定义3 设lim

x→∞
g( x) = ∞，当 | x | ＞ c 时，f( x) ，

g( x) 可导，且 g'( x) ≠0，若lim
x→∞

f'( x)
g'( x)

= A( A为有限

数或无穷) ，则lim
x→∞

f( x)
g( x)

= lim
x→∞

f'( x)
g'( x)

= A． 其中 x→

∞ 改为 x→－ ∞ 或 x→+ ∞ 结论仍然成立［3］．
命题1 设 f( x) 在区间( a，+ ∞ ) 内可导，若极

限 lim
x→+∞

f( x) 与 lim
x→+∞

f'( x) 都 存 在，则 有 lim
x→+∞

f'( x)

= 0．
证明: 假设 lim

x→+∞
f( x) = A，lim

x→+∞
f( x) = B，根据定

理 3，则有 lim
x→+∞

f( x)
x = lim

x→+∞

f'( x)
( x) ' = lim

x→+∞
f'( x) = A．

又因 为 lim
x→+∞

f( x) 存 在，所 以 lim
x→+∞

f( x)
x = lim

x→+∞

1
x

lim
x→+∞

f( x) = 0 × B = 0，即 lim
x→+∞

f'( x) = 0．

命题2 设 f( x) 在( a，+ ∞ ) 内 n 阶导数存在，

若 lim
x→+∞

f( x) ，lim
x→+∞

f( n) ( x) 都存在，则有

lim
x→+∞

f( k) ( x) = 0( k = 1，2，…，n) ．

证明: 根据定理 3，则有 lim
x→+∞

f( x)
xk = lim

x→+∞

f'( x)
kx ( k－1)

= lim
x→+∞

f″( x)
k( k － 1) xk－2 = … = lim

x→+∞

f( k) ( x)
k!

= 1
k!

lim
x→+∞

f( k) ( x) ，又 lim
x→+∞

f( x) ，lim
x→+∞

f( n) ( x) 都存在，所以

lim
x→+∞

f( x)
xk = 0，即 lim

x→+∞
f( k) ( x) = 0( k = 1，2，…，n) ．

命 题 3 设 f( x) 在 ( a， + ∞ ) 内 可 导，且
lim
x→+∞

［f( x) + f'( x) ］ = A( A 为有限数或无穷) ，则有

lim
x→+∞

f'( x) = 0．

证明: 根据定理 3 有，

lim
x→+∞

f( x) = lim
x→+∞

ex f( x)
ex

= lim
x→+∞

［ex f( x) ］'
( ex ) '

= lim
x→+∞

ex f( x) + exf'( x)
ex

= lim
x→+∞

［f( x) + f'( x) ］ = A，

∴ lim
x→+∞

f( x) = A，

又 ∵ lim
x→+∞

［f( x) + f'( x) ］ = A，即 lim
x→+∞

f'( x) = 0．

命题 4 设 f( x) 在区间( a，+ ∞ ) 内可导，若
lim
x→+∞

［k1 f( x) + k2 f'( x) ］= A( 其中 k1，k2 为正数) ，则

有

lim
x→+∞

f( x) = A
k1

，lim
x→+∞

f'( x) = 0．

证明: 根据定理 3，则有

lim
x→+∞

f( x) = lim
x→+∞

e( k1 / k2) x f( x)
e( k1 / k2) x =

lim
x→+∞

( k1 / k2 ) e( k1 / k2) x f( x) + e( k1 / k2) x f'( x)

( k1 / k2 ) e( k1 / k2) x =

lim
x→+∞

( k1 / k2) f( x) + f'( x)
( k1 / k2)

= lim
x→+∞

［f( x) +
k2
k1
f'( x) ］ =

lim
x→+∞

1
k1

［k1 f( x) + k2 f'( x) ］ = A
k1

，

所以，
k2
k1

lim
x→+∞

f'( x) = lim
x→+∞

［f( x) +
k2
k1
f'( x) － f( x) ］

= A
k1

－ A
k1

= 0，故 lim
x→+∞

f'( x) = 0．

1． 3 应用洛必达法则求未定式极限注意事项

应用洛必达法则求极限应注意几点: ( ⅰ) 每次

使用洛必达法则前，要注意验证条件的成立，若条件

成立可用，否则不能用; ( ⅱ) 若lim
x→a

f'( x)
g'( x)

既不存在

也不是 ∞ 及通过应用洛必达法则求导后出现循环

式的情况，即通过几次求导后的极限式又回到原式

极限，则洛必达法则失效; ( ⅲ) 若lim
x→a

f'( x)
g'( x)

又是
0
0

型或∞
∞ 型极限，可继续应用洛必达法则，只要符合

洛必达法则条件，可连续应用，一直用到求出极限为

止; ( ⅳ) 用洛必达法则求极限时，也要注意配合其

他求极限的方法与技巧，如等价无穷小因子替换，变

量替换，恒等变形，有确定极限的因子先求出极限

等，即与其它求极限的方法配合应用，解题效果

更佳［4］．
1． 4 其它类型的未定式转化为基本类型未定式

分析

( ⅰ) 0·∞ 型极限lim
x→a

f( x) g( x) 转化为

lim
x→a

f( x) g( x) = lim
x→a

f( x)
1 /g( x)

= lim
x→a

g( x)
1 / f( x)

．

( ⅱ) ∞ － ∞ 型极限转化为lim
x→a

［f( x) － g( x) ］

= lim
x→a

f( x) ［1 － g( x)
f( x)

］． 设lim
x→a

g( x)
f( x)

= r，r = 1 时，转

化为 ∞·0 型，进一步可转化为
0
0 型或∞

∞ 型; 若 r≠

1，则lim
x→a

［f( x) － g( x) ］ = ∞ 不是未定式．

( ⅲ) ［5］1∞ ，00，∞ 0 型 极 限 转 化 为 lim
x→a

g( x) ln

f( x) ，此时是 0·∞ 型，进一步可转化为
0
0 型或

∞
∞ 型．

( ⅳ) 求数列极限转化为函数极限，若为未定式

可用洛必达法则求解，设lim
x→a

f( x) = A⇒对任意一串
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数列 xn，只要 xn≠ a( n = 1，2，…) ，lim
n→+∞

xn = a，则有

lim
n→+∞

f( xn ) = A． 由此得到求数列极限 lim
n→+∞

yn 的一种

方法，即转化为求函数的极限． 若可找到一个函数 y
= f( x) ，又一串数列 xn，使得 yn = f( xn ) ，lim

n→+∞
xn =

a，只要 lim
x→a

f( x) = A，则有 lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

f( xn ) =

lim
x→a

f( x) = A，求 lim
n→+∞

yn 转化为求lim
x→a

f( x) ． 若lim
x→a

f( x)

是未定式极限，通常应用洛必达法则求解． 其他极限

过程也有类似结论，如 lim
n→+∞

f( x) = A，yn = f( n) ，则

lim
n→+∞

yn = A．

2 应用洛必达法则具体求解极限的案例分析

洛必达法则是一种求解极限非常有用的方法，

但此方法不是万能的，不是对所有未定式极限都能

求解，是有前题条件的，只有满足洛必达法则条件才

能使用．
2． 1 应用洛必达法则错解案例分析

例 1 求极限( ⅰ) lim
x→∞

x + sin x
x － sin x;

( ⅱ) lim
x→0

x + cos x
sin x ．

解: ( ⅰ) 错 误 解: 因 为 lim
x→∞

x + sin x
x － sin x = lim

x→∞

( x + sin x) '
( x － sin x) ' = lim

x→∞

1 + cos x
1 － cos x，此时，发现右端极限不

存在，所以判断左端极限也不存在，即原极限不

存在．
分析: 这种解法错误，因为洛必达法则指明，在

适当条件下，lim
x→∞

f'( x)
g'( x)

= A⇒ lim
x→∞

f( x)
g( x)

= A，而这里

lim
x→∞

f'( x)
g'( x)

不存在，也不是 ∞，不具备用洛必达法则

的条件，即lim
x→∞

f'( x)
g'( x)

不存在也不是 ∞，不能断定原

极限不存在，只是说明应用洛必达法则求解失效了，

应想办法采用其他方法求解．
正确解: 应用极限的四则运算法则及有界函数

乘以无穷小仍然是无穷小进行求解，即

lim
x→∞

x + sin x
x － sin x = lim

x→∞

1 + sin x /x
1 － sin x /x =

lim
x→∞

1 + ( 1 / x) ·sin x
1 － ( 1 / x) ·sin x = 1 + 0

1 － 0 = 1．

( ⅱ) 错误解: lim
x→0

x + cos x
sin x = lim

x→0

( x + cos x) '
( sin x) '

= lim
x→0

1 － sin x
cos x = 1．

分析: 洛必达法则是求
0
0 型或∞

∞ 型极限的一种

方法，此极限既不是
0
0 型，也不是∞

∞ 型，不能应用洛

必达法则求解［6］． 应注意洛必达法则不是求极限的

万能公式，应用是有前题条件的，每用一次必须验证

条件是否成立，只有条件成立才能应用．
正确解法: 应用无穷大与无穷小的关系求解，因

为lim
x→0

sin x
1 + cos x = 0

2 = 0，所以lim
x→0

1 + cos x
sin x = ∞ ．

例 2 求极限lim
x→0

ex － e－x

ex + e－x ．

错误解: lim
x→∞

ex － e－x

ex + e－x = lim
x→∞

( ex － e－x ) '
( ex + e－x ) '

= lim
x→∞

ex + e－x

ex － e－x = lim
x→∞

( ex + e－x ) '
( ex － e－x ) '

= lim
x→∞

ex － e－x

ex + e－x ．

分析: 虽然有时函数满足洛必达法则条件，但经

过几次应用洛必达法则之后，又回到了原式，因此，

洛必达法则失效，像这种情况只能用其它求解极限

的方法解决．

正确解法: lim
x→∞

ex － e－x

ex + e－x = lim
x→∞

1 － e－2x

1 + e－2x = 1．

2． 2 洛必达法则在求同一函数极限中连续多次应

用案例分析

例 3 求极限( ⅰ) lim
x→0

sin 2x － x2

x4
;

( ⅱ) lim
x→0

3x + 3 －x － 2
x2

．

解: ( ⅰ) lim
x→0

sin2x － x2

x4
= lim

x→0

( sin2x － x2 ) '
( x4 ) '

=

lim
x→0

sin2x － 2x
4x3

= lim
x→0

( sin2x － 2x) '
( 4x3 )

= lim
x→0

cos 2x － 1
6x2

= lim
x→0

( cos 2x － 1) '
( 6x2 ) '

= lim
x→0

－ 2sin 2x
12x = － 1

3

( ⅱ) lim
x→0

3x + 3 －x － 2
x2

= lim
x→0

( 3x + 3 －x － 2) '
( x2 ) '

=

lim
x→0

( 3x － 3 －x ) ln 3
2x = lim

x→0

［( 3x － 3 －x ) ln 3］'
( 2x) ' =

lim
x→0

( 3x + 3 －x ) ln 23
2 = ln 23

分析: 若用洛必达法则求
0
0 型或∞

∞ 型极限得到

的lim
x→a

f'( x)
g'( x)

还是
0
0 型或∞

∞ 型极限，可连续用洛必达

法则，只要符合条件一直用到求出极限为止，若用到

某一步极限不存在，则法则失败．
2． 3 洛必达法则在数列求极限中的应用案例分析
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例 4［7］ 求下列数列的极限．

( ⅰ) I = lim
n→+∞

n
a■n

，其中 a ＞ 1 为常数;

( ⅱ) I = lim
n→+∞

n2 ( 2
1

n( n+1) － 3
1

n( n+1) ;

( ⅲ) I = lim
n→+∞

( 1 + t
n + t2

2n2 ) －n，其中 t 为常数．

解: 将利用函数极限及洛必达法则求这几个数

列的极限，为数列极限求解提供一种方法．

( ⅰ) 因 a ＞ 1 为常数，设 f( x) = x2

ax ，则

I = lim
x→+∞

f( x) = lim
x→+∞

( x2 ) '
( ax ) '

= lim
x→+∞

2x
ax ln a

=

lim
x→+∞

( 2x) '
( ax ln a) '

= lim
x→+∞

2
ax ln 2a

= 0，于是，由 lim
n→+∞

■n

= + ∞⇒I = lim
n→+∞

f(■n ) = 0．

( ⅱ) I = lim
n→+∞

n2

n( n + 1)
2

1
n( n+1) － 3

1
n( n+1)

1
n( n + 1)

= lim
n→+∞

2
1

n( n+1) － 3
1

n( n+1)

1
n( n + 1)

= lim
x→0

2x － 3x

x = lim
x→0

( 2x － 3x ) '
( x) ' =

lim
x→0

( 2x ln 2 － 3x ln 3) = ln 2
3

( ⅲ) 因为对lim
x→0

( 1 + x)
1
x = e⇒对∀xn ≠ 0，xn

→ 0( n→+ ∞ ) ，有 lim
n→+∞

( 1 + xn )
1
xn = e．

于是 t≠ 0 时，设 xn = t
n + t2

2n2，则 lim
n→+∞

xn = 0，

I = lim
n→+∞

( 1 + xn )
1
xn

( －nxn) = e lim
n→+∞

( －nxn) 又因为 lim
n→+∞

( －

nxn ) = lim
n→+∞

( － t － t2
2n) = － t，因此，I = e－t ．

分析: 对于
0
0 型或∞

∞ 型等数列极限，可转化为

其对应的函数极限，再运用洛必达法则进行求解． 即

对数列{ xn} 的情形，若把 xn 看作整标函数 f( n) ，则

f( n) 是 f( x) 的特殊取法． 因此，可先求 lim
x→+∞

f( x) ，再

设 x = n 得lim
n→∞

f( n) ．

2． 4 洛必达法则对其它未定式求极限分析

例 5 求极限 lim
x→+∞

( x + 3x )
1
x ．

解: ∵ lim
x→+∞

1
x ln ( x + 3x ) = lim

x→+∞

1
x + 3x ( 1 +

3x ln 3) = lim
x→+∞

3x ln 23
1 + 3x ln 3

= ln 3，∴ lim
x→+∞

( x + 3x )
1
x =

eln 3 = 3．

分析: 当幂指函数 f( x) g( x) 为 00，1∞ ，∞ 0 型未定

式时，求极限要用取对数方法，先化为 0·∞ 型，再

化为
0
0 型或∞

∞ 型，然后用洛比达法则求出极限． 一

般有 两 种 书 写 形 式，一 种 是 写 成 limf( x) g( x) =

limeln f( x) g( x)
= elimg( x) ln f( x) 的 形 式，再 将 其 化 为

elim ln f( x) / 1
g( x) ，求 出 极 限． 另 一 种 先 写 成 limg( x) ln

f( x) = lim ln f( x)
1 /g( x)

，再写成 limf( x) g( x) = elimg( x) ln f( x)

的形式求出极限．

例 6 求极限 lim
x→0 +

ln tan 7x
ln tan 2x．

解: lim
x→0 +

ln tan 7x
ln tan 2x = lim

x→0 +

7 sec2 7x
tan 7x / 2 sec2 2x

tan 2x =

lim
x→0 +

7 sin 2x cos 2x
2sin 7x cos 7x = 7

2 lim
x→0 +

4x
14x = 1．

分析: 根据需要求解极限函数的特征，有时在使

用洛必达法则之前和之中，要不断对函数进行化简，

并配合其它求极限方法，使计算过程更为简捷．

例 7 求极限lim
x→0

x sin x
1 － cos x．

解: 方法一，lim
x→0

x sin x
1 － cos x = lim

x→0

sin x + x cos x
sin x

= lim
x→0

2 cos x － x sin x
cos x = 2．

方法二，lim
x→0

x sin x
1 － cos x = lim

x→0

x2

x2 /2
= 2．

分析: 洛必达法则只是计算未定式极限一种较

普遍的方法，它不是惟一的，也不是最简捷的，所以

在使用中要认真考察． 因此，在使用洛必达法则的同

时，可使用两个重要极限、等价无穷小代换、变量代

换、有理分式函数时的次数比等方法，从而迅速得出

结果，这就要求熟练掌握求极限的各种方法．
3 函数在 x = a 处连续条件下应用洛必达法则探

讨导数问题

命题5 设函数 f( x) 在 x = a处连续，在U0 ( a)

可导，且lim
x→a

f'( x) = A，则有 f'( a) = A．

证明: 求 f'( a) ，即求极限 lim
x→a

f( x) － f( a)
x － a ，在

f( x) 于 x = a 处连续的条件下，这是
0
0 型极限，可用

洛必达法则证明，于是有 f'( a) = lim
x→a

f( x) － f( a)
x － a

= lim
x→a

［f( x) － f( a) ］'
( x － a) ' = lim

x→a
f'( x) = A．

分析: ( ⅰ) 命题5 结论表明，若不知道 f( x) 在 x
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= a 是否可导，但知道 f( x) 在 x = a 连续，在 x = a
附近( 不含 a 点) 可导且导函数 f'( x) 在 x = a 处存

在极限，即lim
x→a

f'( x) = A，则可断定 f( x) 在 x = a 处

可导且 f'( a) = A，进而有 f'( x) 在 x = a 处连续，即

lim
x→a

f'( x) = f'( a) = A． 即此命题为求函数某点的导

数值提供了一种方便的方法． ( ⅱ) 若 f( x) 在 x = a
连续，在 U0 ( a) 可导且 lim

x→a
f'( x) 不存在，不能判断

f'( a) 不存在，此时要具体问题具体分析，可按定义

考察 lim
x→a

f( x) － f( a)
x － a ． 此 时 若 f'( a) 存 在，而 且

lim
x→a

f'( x) 不存在，说明导函数 f'( x) 在 x = a 处不连

续．
例 8［8］ 设

f( x)
sin 2x － tan 2x

x ，x ＞ 0，

( 1 + x2 )
4
3 － cos 2x，x≤ 0

{
，

求 f'( 0) ．

解: ∵ lim
x→0 +

sin 2x － tan 2x
x = lim

x→0 +
( 2 cos 2x － 2 sec2

2x) = 0，lim
x→0 －

［( 1 + x2 )
4
3 － cos 2x］= 0，f( 0) = 0，∴

lim
x→0

f( x) = 0 = f( 0) 即 f( x) 在 x = 0 处连续．

又 ∵ lim
x→0 +

f'( x) =

lim
x→0 +

－ 2x( tan2 2x + 2sin2 x) － sin 2x + tan 2x
x2

= 0，

lim
x→0 －

f'( x) = lim
x→0 －

［8
3 ( 1 + x2 )

1
3 + 2 sin 2x］ = 0，∴

lim
x→0

f'( x) = 0，则由命题 5 可得 f'( 0) = 0．

命题 6 设 f( x) 在 x = a 右( 左) 连续，在 x =
a 右邻域( a，a + δ) ( 左邻域 ( a － δ，a) ) 可导，且

lim
x→a +

f'( x) = A( lim
x→a

f'( x) = A) ，则 f'+ ( a) = A( f'－ ( a)

= A) ．

证明: ∵ f'+ ( a) 存在，∴ lim
x→a +

f( x) － f( a)
x － a 存在，

又 ∵ f( x) 在 x = a处右连续，则此极限是
0
0 型，于是

由洛必达法则可得 f' + ( a) = lim
x→a +

f( x) － f( a)
x － a =

lim
x→a +

［f( x) － f( a) ］'
( x － a) ' = lim

x→a +
f'( x) = A． 同理可证

f'－ ( a) = A．

分析: 命题 6 给出求分段函数在连续点处的导

数提供了一种方法，即在函数连续的条件下求导函

数的极限． 设 f( x) = g( x) ，x≠ a
l，{ x = a

，若lim
x→a

g( x) = l，

即有lim
x→a

f( x) = lim
x→a

g( x) = l = f( a) ，保证 f( x) 在 x

= a 连续，g( x) 在 U0 ( a) 可导且lim
x→a

g'( x) = A( 即

lim
x→a

f'( x) = A) ，于是有 f'( a) = A．

此命题给予了分段函数在分段点求导数时避免

应用左右导数定义求解运算讨论的繁琐．
4 结语

通过对洛必达法则的内容进行梳理，并给予证

明及推广探索，得出一系列命题． 命题可以直接应用

解决一些极限问题． 基本未定式的极限直接可用洛

必达法则求解，但其他 5 类未定式首先要转换成基

本未定式才能求极限． 并对转换进行了分析． 应用洛

必达法则求解极限技巧性强、灵活度大，有时会应用

出错． 选择有代表性的案例对洛必达法则应用易错

原因、连续应用求极限、数列极限求解、与其他求极

限方法配合求极限、函数连续条件下的极限计算等

进行了详细分析，为深入理解及灵活应用洛必达法

则提供参考．
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